Drzewa czerwono-czarne

Definicja: drzewem czerwono-czarnym nazywamy drzewo binarne drzewo
uporzadkowane (BST), ktére spetnia dodatkowe wtasnosSci czerwono-czarne:

Kazdy wezet jest albo czerwony albo czarny.

Korzen jest czarny. (ten warunek mozna pomina¢ i wszystko dziata tak samo)
Wszystkie liscie maja wartos¢ NIL i s3 czarne.

Jesli wezet drzewa jest czerwony, to jego potomki s3 czarne.

Dla kazdego wezta drzewa, wszystkie proste Sciezki od tego wezta do jego lisci
zawieraja te samg liczbe czarnych weztéw.

SR

Jak wkrotce zobaczymy, ta definicja, narzucajac staty liczbe weztéw czarnych we
wszystkich ,,sasiednich” $ciezkach drzewa (wtasnos¢ P)), i dopuszczajac tylko pewna
limitowang liczbe weztéw czerwonych (wtasnosé |4), gwarantuje, ze takie drzewa beda
w przyblizeniu zréwnowazone. Bardziej precyzyjnie, mozna udowodni¢, ze wysokosc
drzewa czerwono-czarnego z n kluczami moze wynosi¢ maksymalnie 2logy(n + 1),

a zatem jest O(logyn).

To oznacza, ze nawet w najgorszym przypadku drzewa czerwono-czarne s3
asymptotycznie rownowazne drzewom w petni zréwnowazonym.
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Drzewa czerwono-czarne — reprezentacja

W reprezentacji drzew czerwono-czarnych przydatne okazuje sie wykorzystanie
wartownika, ktory jest obiektem takiego samego typu jak wszystkie wezty wewnetrzne
drzewa, i ktory bedzie wykorzystany do reprezentacji wszystkich pustych lisci drzewa.
To znaczy, wszystkie puste wskazniki NIL w weztach drzewa zastepowane s3
wskaznikiem do tego wartownika.

Ta konwencja pozwala traktowac wszystkie wezty drzewa tak jakby miaty niepustych
potomkdw, co upraszcza kod niektorych procedur. Wartownik petni réwniez role
rodzica korzenia drzewa.

Technicznie, wskaznik do wartownika jest pamietany jako atrybut nil obiektu T
(T.nil) reprezentujacego cate drzewo. Jednoczesnie atrybut root tego obiektu zawiera
wskaznik do korzenia drzewa. Wartosci atrybutow p, left, right, i key wartownika nie
maja znaczenia, jednak wartownik musi by¢ weztem czarnym, zgodnie z wtasnoscia
drzewa czerwono-czarnego.
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Drzewa czerwono-czarne — wypetnienie

Intuicyjnie, sens drzew czerwono-czarnych mozna wyjasni¢ w oparciu o wtasno$¢ piata,
wymagajaca identycznej dtugosci ,,czarnej” wszystkich Sciezek drzewa od korzenia do
lisci. Poniewaz liczba ,,dodatkowych™ weztéw czerwonych jest ograniczona na mocy
wtasnosci czwartej] — tylko co drugi poziom drzewa moga zajmowac wezty czerwone
— zatem catkowite dtugosci tych Sciezek moga rézni¢ sie najwyzej dwukrotnie.
Jednoczesnie zarowno korzen, jak i liscie drzewa, zawierajace klucze o wartosci NIL, s3
czarne, zatem wszystkie mozliwe Sciezki w drzewie podlegaja temu wymaganiu

o réwnej wysokosci (czarnej).

Ol
e

To oznacza, ze niedopuszczalne jest, aby /
wezet drzewa czerwono-czarnego posiadat @
niepustego (niebedacego lisciem) wnuka, / .,
obojetnie jakiego koloru, jesli nie posiada '
dwoch niepustych potomkow. /@\

? ?

Dzieki temu mamy pewno$¢, ze drzewa czerwono-czarne s3 wzglednie zapetnione

w swojej strukturze, z doktadnoscia do maksymalnie dwukrotnej réznicy wysokosci
wewnatrz drzewa.

Pytanie jednak, czy istniejg efektywne procedury budowania takich drzew, to znaczy
dodawania i usuwania weztéw?
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Rotacje na binarnych drzewach przeszukiwan

Drzewa czerwono-czarne maja pozadang wifasnos$¢ czeSciowego zrownowazenia,
asymptotycznie rownowazng drzewom w petni zrownowazonym. Powstaje jednak
pytanie czy istniejg efektywne procedury budowy i obstugi takich drzew, to znaczy,
dodawania i usuwania z nich kluczy.

Jak widzielismy wczesniej, zwykte procedury TREE-INSERT i TREE-DELETE
dziataja na drzewach BST, a wiec i na drzewach czerwono-czarnych. Jednak
modyfikuja one strukture drzewa, wiec wynikiem ich dziatania na drzewie spefniajagcym
wszystkie wfasnosci czerwono-czarne moze by¢ drzewo, ktére ich juz nie spetnia.

Kluczem do wielu operacji przeksztatcania drzew BST beda nastepujace operacje
rotacji zmieniajace drzewo BST w inne drzewo, zawierajace te same klucze, i nadal
tak samo uporzadkowane, ale o innej strukturze:

LEFT-ROTATE(T, x)
<z L x

> o Ly
RIGHT-ROTATE(T, y)
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LEFT-ROTATE(T), )

1 y = z.right

2 x.right = y.left  // turn y’'s left subtree into z's right subtree

3 if y.left £T.nil  / if y's left subtree is not empty ...

4 y.left.p = x // ... then x becomes the parent of the subtree’s root
5 Y.p=x.p // T's parent becomes y's parent

6 if x.p=="T.nil // it x was the root ...

7 T.root =y // ... then y becomes the root

8 elseif x == x.p.left // otherwise, if x was a left child ...

9 x.p.left =y // ... then y becomes a left child

10 else x.p.right = y // otherwise, x was a right child, and now y is
11 y.left =x // make x become y's left child

12 x.p=y

Zauwazmy, ze w trakcie rotacji zmianie ulega jedynie struktura drzewa BST,

z zachowaniem uporzadkowania weztéw. Zmieniajg sie jedynie wskazniki left, right, p,
natomiast procedura nie ingeruje w kolor weztow. W zwigzku z tym moze ona naruszyc
wtasnosci czerwono-czarne.
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Rotacje na BST — przyktady

Drzewa czerwono-czarne



Drzewa czerwono-czarne



Dodawanie weztéw do drzew czerwono-czarnych

RB-INSERT(T), 2)

1 x = T.ro0t // node being compared with z

2y ="T.nil // y will be parent of z

3 while x # T'.nil // descend until reaching the sentinel

4 y=2x

5 if z.key < x.key

6 x = x.left

7 else v = x.right

8 zZzp=y // found the location—insert z with parent y
9 if y=="T.nil

10 T.root = z /| tree T was empty

11 elseif z.key < y.key

12 y.left = z

13 else y.right = 2

14 z.left = T.nil // both of z’s children are the sentinel

15 z.right = T.nil

16 z.color = RED // the new node starts out red

17 RB-INSERT-FIXUP(T) z) / correct any violations of red-black properties

Ta procedura rézni sie od podstawowej TREE-INSERT tylko dwoma ostatnimi
wierszami: nowy wezet jest czerwony i nalezy przywrdci¢ wtasnosci czerwono-czarne.
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RB-INSERT-FIXUP(T, z)

1 while z.p.color == RED

2 if z.p==2z.p.p.left // is z’s parent a left child?
3 y = Z.p.p.right // vy is z’s uncle

4 if y.color == RED // are z’s parent and uncle both red?
5 Z.p.color = BLACK

6 y.color = BLACK

7 Z.p.p.color = RED case 1

8 Z =2Zz.p.p

9 else

10 if z ==z.p.right

11 Z = Z.p

12 LEFT-ROTATE(T, 2) } case 2

13 z.p.color = BLACK

14 Z.p.p.color = RED } case 3

15 RIGHT-ROTATE(T, z.p.p)

16 else // same as lines 3—15, but with “right” and “left” exchanged
17 y = z.p.p.left

18 if y.color == RED

19 z.p.color = BLACK
20 y.color = BLACK
21 z.p.p.color = RED
22 Z =2z.p.p
23 else
24 if z ==2z.p.left

25 = Z.p

26 RIGHT-ROTATE(T, 2)

27 z.p.color = BLACK

28 Z.p.p.color = RED

29 LEFT-ROTATE(T, z.p.p)

30 T.root.color = BLACK
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Dodawanie weztow do drzew czerwono-czarnych — przyktad

()

(b)

(c)

(d)
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Usuwanie weztow z drzew czerwono-czarnych

Operacja usuwania wezta z drzewa czerwono-czarnego, pomimo iz zajmuje O(logn)
operacji, jest bardziej skomplikowana niz dodawanie wezta, analogicznie, jak
w przypadku ogdlnych drzew BST.

Operacja usuwania wezta RB-DELETE jest wzorowana na zwyktej procedurze

TREE-DELETE i wykorzystuje ponizszy, zaadaptowany dla drzew czerwono-czarnych,
wariant procedury TRANSPLANT:

RB-TRANSPLANT(T, u, v)

1 if u.p=="T.ni

2 T.root = v

3 elseif u==u.p.left
4 u.p.left = v

5 else u.p.right = v
6 UV.p=u.p

RB-TRANSPLANT w zasadzie nie rozni sie od podstawowej TRANSPLANT. Operacja
w wierszu 6 moze by¢ wykonana bezwarunkowo, poniewaz ze wzgledu na wykorzystanie
straznika T'.nil przypisanie wartosci w pustym lisciu nie generuje wyjatku.
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RB-DELETE(T, 2)

1 y==z2

2 y-original-color = y.color

3 if z.left ==T.nil

4 x = z.1ight

5 RB-TRANSPLANT(T), z, z.1ight) // replace z by its right child
6 elseif z.right == T'.nil

7 x = z.left

8 RB-TRANSPLANT(T), 2, z.left) /| replace z by its left child

9 else y = TREE-MINIMUM(z.right) /| 1y is z's successor

10 y-original-color = y.color

11 x = y.right

12 if y £ z.right // is y farther down the tree?
13 RB-TRANSPLANT(T, y,y.right) / replace y by its right child
14 y.right = z.right /| z's right child becomes

15 y.right.p =y // y's right child

16 else x.p =y // in case x is T'.nil

17 RB-TRANSPLANT(T), 2, y) // replace z by its successor y
18 y.left = z.left // and give z's left child to y,
19 y.left.p =y // which had no left child
20 y.color = z.color
21 if y-original-color == BLACK // if any red-black violations occurred,

22 RB-DELETE-FIXUP(T,2) / correct them
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RB-DELETE jest wzorowana na TREE-DELETE i rozni sie od tamtej kilkoma

szczegdtami, majacymi na celu zadbanie o zachowanie wtasnosci czerwono-czarnych.
Konkretnie, mamy w niej dodatkowe wiersze: 1, 2, 4, 7, 10, 11, 16, 20, 21, i 22.

Zmienna y ma tu wartos¢ albo usuwanego wezta z gdy ma on tylko jednego potomka
(wiersz 1), lub nastepnika z (ktéry réwniez ma tylko jednego potomka), gdy sam z ma
dwodch niepustych potomkéw (wiersz 9). W kazdym przypadku zapamietywany jest
oryginalny kolor wezta y (wiersze 2 i 10).

Procedura zapamietuje rowniez jako x wezet, ktéry przechodzi na dotychczasowe
miejsce y'a. To moze by¢ jedyny potomek y'a (wiersze 4 i 7), albo prawy potomek y'a
gdy jest on nastepnikiem z'a i wiadomo, ze nie ma lewego potomka (wiersz 11; w tym
przypadku prawy potomek moze by¢ pusty, czyli T'.nil).

Nieco szczegolng role odgrywa wiersz 16. Ustawia on y jako rodzica x'a, ale x jest
normalnie potomkiem y'a, wiec ma ten atrybut ustawiony prawidtowo. Jednak
wyjatkiem jest sytuacja gdy x jest pusty (réwny T.nil), i oczywiscie pusty wezet ma
w stosowanej tu reprezentacji wielu rodzicéw, ale nie s3 oni jawnie tam wpisani. Ale tu
sytuacja jest szczegdlna, bo nizej wywotana procedura TREE-DELETE-FIXUP
zaktada, ze rodzicem x'a w kazdym przypadku bedzie vy, wiec ta wartosc jest tu
wpisywana do wartownika 7'.nil korzystajac z faktu, ze nigdzie indziej wartos$¢ tego
atrybutu w wartowniku nie jest wykorzystywana.
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Jako uzupetnienie transplantacji wezta y w miejsce 2z (wiersz 17), y otrzymuje kolor
z'a (wiersz 20).

Na koniec, mozna zauwazy¢ (patrz CLRS strona 329), ze w przypadku gdy y byt
oryginalnie czerwony, to powyzsze operacje nie naruszyty wtasnosci czerwono-czarnych.
W przeciwnym wypadku, wywotywana jest procedura TREE-DELETE-FI1XUP, ktora
te wtasnosci przywraca.
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RB-DELETE-FIXUP(T, x)

1 while x # T.root and x.color == BLACK
2 if x == x.p.left // is x a left child?
3 W = X.p.right // w is x’s sibling
4 if w.color == RED
5 w.color = BLACK
6 X.p.color = RED
7 LEFT-ROTATE(T, x.p) p case 1
8 w = Xx.p.right
9 if w.left.color == BLACK and w.right.color == BLACK
10 w.color = RED
case 2
11 X =Xx.p
12 else
13 if w.right.color == BLACK
14 w.left.color = BLACK )
15 w.color = RED
16 RIGHT-ROTATE (T, w) ( case 3
17 w = Xx.p.right )
18 w.color = x.p.color \
19 X.p.color = BLACK
20 w.right.color = BLACK » case 4
21 LEFT-ROTATE(T, x.p)
22 x = T.root )
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17



23 else // same as lines 3-22, but with “right” and “left” exchanged

24 w = x.p.left

25 if w.color == RED

26 w.color = BLACK

27 X.p.color = RED

28 RIGHT-ROTATE (T, x.p)

29 w = x.p.left

30 if w.right.color == BLACK and w. left.color == BLACK
31 w.color = RED

32 X = X.p

33 else

34 if w.left.color == BLACK

35 w.right.color = BLACK
36 w.color = RED

37 LEFT-ROTATE (T, w)

38 w = x.p.left

39 w.color = x.p.color

40 x.p.color = BLACK

41 w.left.color = BLACK

42 RIGHT-ROTATE (T, x.p)

43 x = T.root

44 x.color = BLACK
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Drzewa czerwono-czarne — podsumowanie

Istnieje wiele rodzajéw drzew czeSciowo zréwnowazonych, przyblizajacych idee petnego
zrébwnowazenia drzewa przez zagwarantowanie jego asymptotycznie logarytmicznej
wysokosci w przypadku najgorszym. Drzewa czerwono-czarne s3 jednym z nich.

Definicja drzew czerwono-czarnych jest skomplikowana, i takie sg rowniez procedury
ich budowy (dodawania i usuwania wezta), wymagajace korekt rozrézniajacych
6 przypadkéw przy dodawaniu i 8 przypadkéw przy usuwaniu wezta.

Na przykfad, mozna poréwnac drzewa czerwono-czarne z innym rodzajem drzew
czeSciowo zréownowazonych — drzewami AVL. Ich definicja jest duzo prostsza —

w drzewie AVL wysoko$¢ dwdch poddrzew dowolnego wezta drzewa nie moze roznic
sie wiecej niz o 1. Drzewa AVL s3 prostsze intuicyjnie, oraz prostsze s3 operacje ich
budowy, rowniez wykorzystujace rotacje. Jednak ta prosta definicja drzew AVL jest
bardziej restrykcyjna, i wysokos¢ drzewa AVL w najgorszym przypadku nie przekracza
wartosci 1.441ogy(n) w poréwnaniu z 21ogy(n) dla drzew czerwono-czarnych.

Oznacza to nieco lepsze czasy wyszukiwania elementu, ale jednoczesnie koniecznosc
czestszych korekt drzew AVL przy dodawaniu i usuwaniu wezfa. Drzewa
czerwono-czarne pozwalaja na bardziej liberalne odstepstwa od pefnego
zréwnowazenia, ale ich koncepcja i procedury budowy sg bardziej skomplikowane.
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Krotkie podsumowanie — pytania sprawdzajgce

Odpowiedz na ponizsze pytania:

1.

lle wynosi najwieksza mozliwa liczba weztow wewnetrznych w drzewie
czerwono-czarnym o czarnej wysokosci k7 Jaka jest najmniejsza taka liczba?

Niech a, b, i c beda dowolnymi weztami w poddrzewach odpowiednio: o, 3, i vy
prawego drzewa na rysunku na stronie 5. Jak zmienia sie gtebokosci weztéw a, b, i ¢
gdy na tym drzewie zostanie wykonana lewa rotacja wezta 7

/buduj drzewo czerwono-czarne przez dodawanie kolejno kluczy 41, 38, 31, 12, 19,
8 procedurg RB-INSERT do poczatkowo pustego drzewa.

Dla drzewa czerwono-czarnego zbudowanego w poprzednim ¢wiczeniu, wykonaj
kolejno operacje usuwania weztéw: 8, 12, 19, 31, 38, 41 procedurg RB-DELETE
pokazujac stan drzewa po kazdej pojedynczej operacji usuwania wezta.

Zatozmy, ze wezet x zostat dodany do drzewa czerwono-czarnego procedurg
RB-INSERT, oraz nastepnie natychmiast usuniety procedurg RB-DELETE. Czy
otrzymane drzewo czerwono-czarne zawsze bedzie identyczne do poczatkowego?
Uzasadnij odpowiedz.
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