Sortowanie przez poréwnywanie

Dziatanie poznanych dotychczas algorytméw sortowania oparte byto na poréwnywaniu
elementow. W omawianych przyktadach sortowanymi elementami byty liczby, ale

w ogdlnosci mogty to by¢ dowolne elementy, ktére daje sie poréwnac: napisy tekstowe
sortowane alfabetycznie, dane o miastach sortowane liczba ludnosci, dane o statkach
sortowane wypornoscia, itp. Najlepsze poznane algorytmy sortowania przez
porébwnywanie dziatajg w czasie O(nlogn), i mozna udowodni¢, ze dowolny algorytm
sortujacy przez poréwnywanie ma czas dziatania w najgorszym przypadku 2(n logn).

Jednak w pewnych przypadkach mozna uzyskac lepsze czasy sortowania. Dzieje sie tak
w sytuacjach kiedy nie ma potrzeby poréwnywania ze sobg wszystkich elementéw.
W tych sytuacjach mozna osiagnaé sortowanie w czasie liniowym O(n).

Typowa sytuacja tego typu zachodzi na przyktad, gdy sortowaniu podlega zbidr liczb

z okreslonego, znanego przedziatu. Ich posortowanie nie wymaga poréwnywania kazdej
wartosci z kazda, poniewaz sprawdzenie pojedynczego elementu dostarcza juz dos¢
konkretnej informacji o jej potozeniu w docelowej sekwencji.
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Sortowanie przez zliczanie

Algorytm sortowania przez zliczanie (counting sort) zaktada, ze elementy do
posortowania s3 liczbami catkowitymi w przedziale [0..k|. Algorytm dziata w czasie
©(n + k), a wiec gdy k jest ograniczong liczba, nieprzekraczajacag O(n) to algorytm
dziata w czasie O(n).

Algorytm najpierw oblicza, dla kazdego elementu = ciggu wejsciowego, ile elementow
nie przekracza wartosci x. Na tej podstawie wyznaczana jest pozycja kazdego
elementu w docelowej sekwencji.

Na przykfad, jesli wiemy, ze 17 elementéw jest mniejsze lub rowne wartosci x, to x
powinno znalez¢ sie na pozycji 17-tej.

Ta idea dziafania algorytmu wymaga pewnego uzupetnienia dla uwzglednienia
przypadku, ze wiele elementow moze miec te samg wartos¢. Te szczegoty ilustruje
pseudokod algorytmu.
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COUNTING-SORT(A, n, k)

1 let B[l :n|and C[0: k| be new arrays

2 fori=0tok

3 Cli] =0

4 forj=1ton

s ClA[j]) = ClA]) +1

6 / C|i] now contains the number of elements equal to i.

7 fori=1tok

8 Cli) = Cli] + C|v — 1]

9 // Ci] now contains the number of elements less than or equal to i.
10 / Copy A to B, starting from the end of A.

11 for j = n downto 1

12 B[C[A[j]]] = Alj]

13 ClAlj]] = C[A[j]] =1 / to handle duplicate values
14 return B

W kroku 12 algorytm umieszcza warto$¢ A[j] na swoim wtaéciwym miejscu w tablicy

B zgodnie z ideg z poprzedniej strony. Nastepnie w kroku 13 dekrementuje ten numer
pozycji, aby nastepna instancja wartosci A[j], jesli taka istnieje w tablicy A, znalazta

sie na wczesniejszej pozycji w .
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Przyktad wykonania algorytmu COUNTING-SORT: (a) tablica A i zawartos¢ tablicy C
po wykonaniu krokéw 4-5, (b) zawartos¢ tablicy C' po wykonaniu krokéw 7-8,
(c),(d),(e) zawartosci tablic B i C' po jedno-, dwu-, i trzykrotnym wykonaniu petli

w krokach 11-13, (f) zawartos¢ tablicy B po zakonczeniu pracy algorytmu.

2 3 5 6 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Al2[5(3]|0[2|3]0]|3 5 5 B 3
3 405 cl2|2]4|7]7]8 ) S
Cl|2(0(2(13]0]1 cC|21214|6|7]|8
(a) (b) ()
1 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
B 0 3 B 0 313 1 2 4 6 7
0 1 2 5 0 1 2 s Blo|lo[2]2(3]3[3]5
cCl1]12(4|16|7]8 Cl11214/(5|7]|8
(d) (e) (f)

Cwiczenie: przedstaw zawartoéé tablic B i C' po dalszych wykonaniach petli w krokach
11-13.
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WH1tasnosci sortowania przez zliczanie

Jak powiedzieliSmy na poczatku, algorytm COUNTING-SORT dziata w czasie

O(n + k), co wida¢ w zapisie algorytmu, ktéry wykonuje dwie petle n razy i dwie petle
k razy. W praktycznych przypadkach warto$¢ £ jest czesto ograniczona, a wiec
przyjmujac k = O(n) czas dziatania wynosi O(n).

Ten liniowy czas dziatania wynika z braku porownan. Algorytm nie musi wykonywaé
wielu operacji dla kazdego elementu sekwencji wejSciowej, a wiec moze dziatac
w czasie liniowym.

COUNTING-SORT jest rowniez algorytmem stabilnym, to znaczy, réwne elementy
ciggu wejsciowego znajda sie w ciggu wyjsciowym w tej samej kolejnosci. Ta wtasnosc
moze mieC znaczenie dla niektorych zastosowan, i zobaczymy przyktad wykorzystania
tej wtasnosci algorytmu jako procedury uzytej w kolejnym algorytmie sortowania
(sortowaniu pozycyjnym).
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Sortowanie pozycyjne

Rozwazmy zadanie sortowania zbioru trzycyfrowych liczb jak na rysunku po lewe;j.
Moglibysmy wykorzystac idee sortowania zbioru liczb o matym zakresie wartosci aby
sortowac te liczby kolejno po cyfrach w kolejnych pozycjach. (Zakres wartosci cyfr na
kolejnych pozycjach jest 0..9.)

Jednak po posortowaniu pierwszej, najbardziej znaczacej, cyfry, otrzymamy dziesieé
podzbioréw do dalszego posortowania, a po posortowaniu po drugiej cyfrze, juz sto
oddzielnych podzbioréow do sortowania, i tak dalej.

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 —> 457 —> 839 ——> 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

Zamiast tego, algorytm sortowania pozycyjnego sortuje cyfry w kolejnosci od
najmniej do najbardziej znaczacej pozycji, a wiec jakby troche nielogicznie.

Gdy jednak do tego sortowania wykorzystamy stabilny algorytm sortowania, to po
przesortowaniu zbioru po najmniej znaczacej cyfrze, sortowanie po drugiej z kolei
przemiesza tylko wartosci roznigce sie drugg cyfra, ale te o rownej drugiej cyfrze
pozostang w juz ustalonej kolejnosci.
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Zapis algorytmu realizujacego te idee jest dosc trywialny:

RADIX-SORT(A, n,d)
1 fori=1tod
2 use a stable sort to sort array A|l : n| on digit ¢

Jesli w roli wewnetrznej procedury sortowania stabilnego zostanie uzyte sortowanie
przez zliczanie, to mozna dokona¢ dodatkowej optymalizacji wspotpracy tych
algorytméw. W czasie pracy COUNTING-SORT alokuje dwie tablice robocze: B[l : n|
i C'0: k|. Tablica C' moze by¢ prealokowana na wszystkie kolejne wywotania
sortowania stabilnego, aczkolwiek ta tablica jest normalnie mniejsza, oraz i tak wymaga
wyzerowania przy kazdym wywoftaniu, wiec ta prealokacja zaoszczedzi niewiele.

Jednak tablica B jest z zatozenia wieksza, i jest tworzona dla przechowania kolejno
otrzymywanych wynikéw. Zamiast wiec pozwoli¢ procedurze COUNTING-SORT
kazdorazowo tworzyc¢ tablice wynikowg B i w kazdym kolejnym wywotaniu
przekopiowywac wyniki B z poprzedniego wywotania do tablicy A w nowym
wywotaniu, mozna prealokowac obie tablice A i B w procedurze RADIX-SORT,

i w kolejnych wywotaniach COUNTING-SORT zamienia¢ tablice wejSciowg i wyjSciows.
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Sortowanie kubetkowe

Sortowanie kubetkowe zaktada, ze wartosci do sortowania s3 liczbami losowo
wybranymi z pewnego przedziatu w rozktadzie rownomiernym. Dla uproszczenia mozna
zatozy¢, ze bedzie to przedziat [0..1) (warto$¢ 1 jest wytaczona).

Algorytm rozdziela liczby ze zbioru wejsciowego do n rownych przedziatow, zwanych
kubetkami (buckets). Gdyby liczby byty rzeczywiscie rownomiernie roztozone, to do
kazdego kubetka trafitaby doktadnie jedna liczba. Jednak przy losowym wyborze
sytuacja moze byc¢ taka jak na przyktadowym rysunku:

1178 0/

2 .17 1| ——>.12| .17/

3 139 o [ 21 223 > 261/ Po podziale, wszystkie

4+ 26 3 [ »l39] 7 kubetki s3 indywidualnie

s 72 7 sortowane dowollnym.

s [EE s algorytmem porownujgcym
(np. INSERT-SORT), i ich

7 |21 6| —+—>.68]/ zawartosci s kolejno

8 |.12 7| ——>172| —>.78|/ wysytane na wyjscie.

9 1.23 8 |/

10 .68 9O .94/
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Pseudokod algorytmu:

BUCKET-SORT(A, n)

let B|0: n — 1] be a new array
fortc =0ton—1
make B|i] an empty list
fori =1ton
insert |Alé] into list B[|n - Ali]|]
fort =0ton—1
sort list B[i| with insertion sort
concatenate the lists B|0], B|1],..., B[n — 1] together in order
return the concatenated lists

O© 0O ~N & 1 &~ W DN =

Jest niemal oczywiste, ze w najgorszym wypadku algorytm dziata w czasie O(n?).
Moze sie bowiem zdarzyC, ze wszystkie liczby trafig do jednego kubetka, i potrzeba
bedzie Q2(n?) czasu by je posortowat.

Jednak interesujacy jest przypadek sredni. Mozna udowodnié, ze przy losowym,
rébwnomiernym rozktadzie liczb, warto$¢ oczekiwana czasu pracy algorytmu jest O(n).

Poniewaz sortowanie przez wstawianie jest stabilne, sortowanie kubetkowe jest rowniez.
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Krotkie podsumowanie — pytania sprawdzajgce

1. Wzorujac sie na rysunkach z przyktadu na stronie 5|, przedstaw kolejne kroki
wykonania algorytmu COUNTING-SORT na tablicy A = {6,0,2,0,1,3,4,6,3,2}.

2. Wozorujac sie na rysunkach z przyktadu na stronie [7], przedstaw kolejne etapy
wykonania algorytmu RADIX-SORT na ciaggu stow: COW, DOG, SEA, RUG, ROW,
MOB, BOX, TAB, BAR, EAR, TAR, DIG, BIG, TEA, NOW, FOX.

3. Wzorujac sie na rysunkach z przyktadu na stronie [9], przedstaw dziatanie algorytmu
BUCKET-SORT na tablicy
A =1{0.79,0.13,0.16, 0.64, 0.39, 0.20, 0.89, 0.53, 0.71, 0.42}.
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