Do czego potrzebne jest sortowanie

Gdy mamy jaki$ zbior danych, typowo nieuporzadkowany, moze zachodzi¢ potrzeba
jego uporzadkowania, inaczej posortowania. Typowe przypadki:

e Potrzeba porzadkowania moze wynika¢ z wymagan prezentacji. Na przykfad,
zestawienie transakcji bankowych powinno by¢ uporzadkowane chronologicznie, bo
inaczej nie da sie przesledzi¢ kolejnych transakcji, ani sprawdzi¢ poprawnosci
obliczenia salda.

e W uporzadkowanych danych o wiele sprawniej mozna wykonywa¢ wyszukiwanie.
Jezeli jaki$ zbior danych jest uporzadkowany wedtug pewnego klucza, to znalezienie
pozycji z tym kluczem mozna wykona¢ metoda wyszukiwania binarnego (lub
jakiej$ jego odmiany). Takie wyszukiwanie ma efektywno$¢ asymptotyczna
przypadku najgorszego (jak réwniez $redniego) ©(log, 1), w odrdznieniu od
efektywnosci ©(n) dla wyszukiwania liniowego w zbiorze nieuporzadkowanym.

Rozwazmy ponownie przyktad tablicy z milionem elementow. Wyszukiwanie binarne
w takiej tablicy, gdy jest ona uporzadkowana, wymaga maksymalnie 20 poréwnan
elementow z wyszukiwanym kluczem. Dla poréwnania, wyszukiwanie liniowe moze
wymagaé¢ maksymalnie miliona poréwnan, lub pot miliona dla przypadku sredniego.

/wtaszcza gdy takich wyszukiwan trzeba realizowac¢ duzo, sumaryczny czas obliczen
bedzie dramatycznie gorszy w przypadku nieuporzadkowanym.
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Przeglad algorytmdéw sortowania

Przyjrzymy sie trzem najbardziej popularnych sposrod ,,mocnych™ algorytmow
sortowania, to znaczy takich o asymptotycznym czasie dziatania O(nlgn):

Algorytm Czas przyp. | Czas przyp. | Pamiec Stabilny
najgorszego | Sredniego dodatkowa

wstawianie | ©(n?) O(n?) O(1) tak
scalanie O(nlgn) O(nlgn) Q(n) tak
kopcowanie | O(nlgn) O(nlgn) O(1) nie
quicksort O(n?) O(nlgn) ©(1)/0(Ign) | nie(tak?)
zliczanie O(k +n) O(k + n) Q(k+n) tak
pozycyjne | O(d(n+k)) | O(dn+k)) | Qn+ k) tak
kubetkowe | O(n?) O(n) (n) tak

Sortowanie w miejscu — gdy algorytm sortowania nie wykorzystuje dodatkowe;
pamieci, poza pamiecig samej sekwencji sortowanej, z wyjatkiem statej liczby
zmiennych pomocniczych.

Sortowanie stabilne — gdy algorytm sortowania gwarantuje, ze elementy o réwnych
wartosciach klucza pozostajg w tej samej kolejnosci w sekwencji wynikowej.
Stabilnos$¢ czesto jest cechg konkretnej implementacji, a nie samego algorytmu,
jednak dla pewnych algorytmow jest bardzo trudna badz niemozliwa do zachowania,
a dla innych jest to proste.
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Podejscie dziel-i-rzadz

Poznany wczesniej algorytm sortowania przez scalanie wykorzystywat podejscie
inkrementacyjne. To znaczy dla kazdego elementu przetwarzat catg tablice tak, aby
ponownie byta posortowana.

Inne podejscie, bardzo czesto pojawiajace sie w algorytmach informatycznych, realizuje
symboliczng zasade: dziel-i-rzadz. To znaczy, pierwotny problem jest w jakis sposob
dzielony na mniejsze podproblemy, nastepnie te sg rozwigzywane rekurencyjnie, czyli tg
samg metodg, a na koniec rozwigzania podproblemdéw s3 ponownie jakim$ sposobem
taczone w koncowe rozwigzanie oryginalnego problemu.

Oczywiscie, w ogdlnym przypadku nie jest oczywiste ani nawet jasne jak przeprowadzi¢
kazda z tych czesci, to znaczy:

e podzieli¢ oryginalny problem na podproblemy,
e rekurencyjnie rozwigzac podproblemy,
e potaczyC rozwigzania podprobleméw w koncowe rozwigzanie oryginalnego problemu.

Poznamy szereg takich algorytméw, za kazdym razem analizujac te trzy kluczowe
elementy. Jednak ogolnie to podejscie sprawdza sie w znacznej czesci kluczowych
algorytméw informatycznych.
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Sortowanie przez scalanie

|dea wykorzystania podejscia dziel-i-rzadz do sortowania zbioru elementéw jest prosta:

podziel zbiér na mniejsze podzbiory, posortuj je indywidualnie, i na koncu scal
mniejsze posortowane zbiory w petny posortowany zbior.

Co wiecej, dwa pierwsze pierwsze kroki sg rowniez wzglednie proste. Tablica jest
dzielona na potéwki, i kazda jest sortowana rekurencyjnie. Poprawnos¢ rekurenc;i
gwarantuje jej warunek stopu, to znaczy préba sortowania tablicy zredukowanej do
jednego, lub nawet zera elementdw, ktére nie mogg byC nieposortowane.

MERGE-SORT(A, p, )

1 ifp>r /| zero or one element?

2 return

3 q=|(p+r)/2] / midpoint of Alp : r]

4 MERGE-SORT(A, p,q) // recursively sort Alp : ¢

5 MERGE-SORT(A,q+ 1,7) // recursively sort Alqg + 1 : 7]
6 / Merge Alp:q|land Alg+1:r]into Alp: r]|.

7 MERGE(A,p, q,7)

Troche trudniejszy jest ostatni krok, czyli potaczenie posortowanych potéwek w catosc.
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MERGE(4, p, ¢, )
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n,=q—p+1 // length of Alp : ¢

ng=1r-—gq / length of Alg+1: 7]

let L{o: ny — 1] and R[0 : np — 1] be new arrays

fori =0tony,—1 / copy Alp : q] into L[0 : ny — 1]
Lli] = Alp +1]

forj=0tong—1  / copy Alg+1:r]into R[0:ngr— 1]
R[j] = Alg+j +1]

1 =0 // i indexes the smallest remaining element in L
J =20 // j indexes the smallest remaining element in R
k=0 // k indexes the location in A to fill
// As long as each of the arrays L and R contains an unmerged element,
/ copy the smallest unmerged element back into A[p : 7].
while 7 < ny and 7 < np
if L[] < RJj
Alk] = LJ[i]
1 =1+1
else Alk] = R][j]
J=J+1
k=Fk+1

// Having gone through one of L and R entirely, copy the
/ remainder of the other to the end of A[p : 7]
while 7 < nr,

Alk] = Ll

t=1+1

k=k+1
Whlle] < NR

Alk] = R[j]
Jj+1
k+1

J
k
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Kopce

Sortowanie kopcowe, ktéremu chcemy sie obecnie przyjrzec¢, wykorzystuje specjalng
strukture danych — drzewo binarne o pewnej szczegdlnej wtasnosci — zwane kopcem
(heap). Przed analiza samego algorytmu sortowania, musimy zapozna¢ sie z kopcami,
ich wtasciwosciami, i sposobem ich budowy.

Tym samym wyprzedzimy tu nieco analize struktur danych, w szczegolnosci drzew
binarnych (i nie tylko), dla celéw tego szczegdlnego algorytmu sortowania. Do kopcéw
wrocimy pdzniej aby poznac ich inne zastosowania.

Kopcem nazywamy drzewo binarne, w ktorym klucze nie maleja wzdtuz kazdej Sciezki
od lisci do korzenia drzewa. Podstawowg wfasnoscig kopca jest, ze jego maksymalnym
elementem jest jego korzen. Inng ciekawa wtasnoscia jest, ze kazde poddrzewo kopca

jest réwniez kopcem.
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Reprezentacja kopca

Kopce, podobnie jak inne drzewa uzywane w roli struktur danych, mozna budowac¢ jako
struktury danych wskaznikowe. Jednak istnieje konstrukcja tablicy, ktérg mozna
uwazac za reprezentacje kopca.

16/14{101 8 (7193|241

Elementy kopca z drzewa po lewej s3 upakowane w tablicy warstwami, od lewej do
prawej (numerki przy weztach drzewa odpowiadajg indeksom elementéw tablicy).

Zachodza wiasnosci: Podane wzory pozwalaja tatwo

LEWY-POTOMEK(i:) = 2i poruszac sie po kopcach zapisanych
PRAWY-POTOMEK(7) = 2i+1 w tablicach zgodnie z powyzszym
Robzic(i) = |i/2] schematem.
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Budowa kopca (1)

Przedstawiona procedura budowy kopca zaktada, ze tablica A zawiera elementy kopca
w zakresie indekséw od 1 do A.heap-size, w dowolnej kolejnosci. Najpierw rozwazymy
procedure pomocnicza MAX-HEAPIFY, ktdéra pracujac na elementach tablicy,

| zamieniajac jej elementy miejscami w razie potrzeby, docelowo tworzy w niej kopiec.

O takim sposobie pracy méwimy, ze przetworzenie tablicy w kopiec odbywa sie
W miejscu.

Procedura jest rekurencyjna i zaktada, ze w chwili wywotania dla wezta 7 kopca oba
poddrzewa wezta i s3 poprawnymi kopcami (jesli sa niepuste). Jedyne naruszenie
wtasnosci kopca moze wystepowaé w samym korzeniu i. To znaczy, wartos¢ w korzeniu
moze by¢ mniejsza od wartosci w ktéryms z potomkéw (lub od wartosci obu).

Procedura sprawdza to, i w przypadku naruszenia wtasnosci kopca zamienia wartos¢

z korzenia z wiekszym sposrod potomkow. Wartos¢ w korzeniu wtedy staje sie wieksza,
wiec nie koliduje z drugim z potomkéw. Jednak w poddrzewie z zamieniong wartoscig
jego korzenia wtasnos$¢ kopca mogta zosta¢ naruszona, zatem po takiej zamianie
procedura wywofuje sama siebie rekurencyjnie, aby przywréci¢ wtasnos¢ kopca w tym
jednym potomku.

Czas pracy tej procedury w najgorszym przypadku wynosi O(log, n).
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MAX-HEAPIFY(A, i)

1 [ = LEFT(7)

2 r = RIGHT(7)

3

4 largest = [
5 else largest =1
6

7 largest = r
8 if largest #1

9

10

// equal to 27
// equal to 21 + 1

if [ < A.heap-size and A[l] > Ali]

if r < A.heap-size and Alr| > Allargest]

exchange Ali| with A[largest]
MAX-HEAPIFY(A, largest)

Przyktad: wywotanie MAX-HEAPIFY dla ¢ = 2 wykrywa naruszenie wfasnosci kopca
(largest = 4). Po zamianie A|2| z A[4] rekur. wywotanie dla i = 4 ponownie wykrywa
naruszenie (largest = 9). Po zamianie A[4] z A[9] wtasnos$¢ kopca jest przywrdcona.
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Budowa kopca (2)

Mamy juz gotowa procedure budujaca poprawne kopce w tablicy, gdzie poddrzewa
nizszego rzedu s3 juz kopcami. Aby zbudowaé petny kopiec w catej tablicy
wystarczytoby wywotac te procedure dla kolejnych elementow kopca od najnizszych
poziomdw drzewa, czyli jego lisci, w gdre. Albo, postugujac sie terminologia
reprezentacji tablicowej, od konca tablicy, gdzie zapisane s3 liscie, do jej poczatku,
gdzie w wezle numer 1 zapisany jest korzen kopca.

Ten proces mozna jeszcze minimalnie usprawnié przez zauwazenie (patrz literatura), ze
w kazdym zapisanym w tablicy kopcu zawierajagcym n elementow, jej elementy od
Al|n/2| + 1] do A[n] s3 wszystkie li$¢mi kopca. Zatem s3 tez kopcami (trywialnymi),
i budowanie kopca mozna rozpocza¢ od elementu |n /2| idac w gére kopca, czyli

w dot sekwencji elementow tablicy:

BuiLD-MAX-HEAP(A, n)

1 A.heap-size = n
2 fori = |n/2| downto 1
3 MAX-HEAPIFY (A, 1)

Algorytmy sortowania — kopce 11



Budowa kopca — przyktad

Ala]1]3]2]16]9]10[14]8]7]

Rysunki pokazuja tylko wywotania procedury BUILD-MAX-HEAP dla kolejnych
weztdw kopca — elementow tablicy od 5 do 1. Wynik kazdego wywotania widac na
kolejnej postaci kopca.

Algorytmy sortowania — kopce
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Sortowanie przez kopcowanie

Po zastosowaniu przedstawionych algorytméw budowy kopca otrzymujemy w tablicy
poprawny kopiec, z najwiekszym elementem w pozycji A|1].

Jak stad przejs¢ do tablicy posortowanej w porzadku rosngcym?

Czy nie nalezato zbudowa¢ kopca w odwrotnym porzadku?

Okazuje sie, ze nie, i droga do posortowania tablicy jest juz bardzo krétka.

Algorytmy sortowania — kopcowanie
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Majac maksymalny element kopca (tablicy) w pozycji A[1] wystarczy umiesci¢ go na
swoim wtasciwym miejscu, to znaczy w pozycji A[n]. Natomiast dotychczasowy
element A[n] umiesci¢ w ... jedynej wolnej obecnie pozycji, czyli A[l].

To naruszy poprawnosc kopca, ale tylko w korzeniu, i te poprawnos$¢ mozna przywrécic
procedurg MAX-HEAPIFY, zauwazajac, ze oba poddrzewa kopca sg nadal poprawne.

To znaczy, z wyjatkiem elementu A[n|, ale ten element jest juz w swojej wtasciwej
pozycji w docelowej tablicy, i najlepiej bytoby go juz w ogole nie ruszaé. Jednoczesnie,
ten element jest ,ostatnim” liSciem kopca, i mozna fatwo wytaczy¢ go z kopca,
skracajgc wielko$¢ kopca o jeden element.

Gdy to zrobimy, i przywrdcimy poprawnos¢ zmniejszonemu kopcowi, to w pozycji A[l]
znajdzie sie drugi najwiekszy element kopca (tablicy), ktéry docelowo powinien znalez¢
sie na pozycji A[n — 1]. Mozemy teraz powtdrzy¢ poprzednia procedure, to znaczy,
zamieni¢ miejscami A[1] z A|n — 1], skrdci¢ kopiec znowu o 1, i znéw przywréci¢ mu
wtasno$¢ kopca. | tak dalej, do ostatniego elementu.

HEAPSORT(A, n)

1 BuiLD-MAX-HEAP(A, n)
2 for i = n downto 2

3 exchange A[l] with Ali]
4 A.heap-size = A.heap-size — 1
5 MAX-HEAPIFY(A, 1)
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Kopce — uwagi terminologiczne

Pojecie kopca zwigzane jest z kilkoma dwuznaczno$ciami terminologicznymi.

Pierwsza dwuznaczno$¢ istnieje juz w jezyku angielskim. Stowo heap uzywane jest

w kontekscie struktur danych jako okreslenie drzewa binarnego zgodnego z powyzszg
definicja (kopca). Jednoczesnie w kontekscie struktur alokacji pamieci oznacza ono
zakres pamieci przydzielany w sposéb nieuporzadkowany, w odréznieniu od stosu
(stack). W tym drugim kontekscie, stowo heap jest najczesciej ttumaczone na polski
jako sterta.

W jezyku polskim istnieja dodatkowe dwuznacznosci. Struktura danych okreslona w te;
prezentacji mianem kopca (heap) bywa/bywata w polskiej literaturze informatyczne;
nazywana stogiem a takze sterta.
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Sortowanie szybkie quicksort

Quicksort jest algorytmem o bardzo szczegdlnych wtasnosciach. W przypadku srednim
algorytm ma czas dziatania ©(n log n) podobnie jak dwa poprzednie, ale state, ktérych
nie widaé w tej zfozonosci asymptotycznej, s3 w nim szczegdlnie mate. A poniewaz
wiekszosc praktycznych zadan sortowania wykonywanych jest na skonczonych zbiorach
danych, algorytm bardzo czesto okazuje sie najlepszy. A poniewaz sortuje w miejscu,
to bardzo dobrze sprawdza sie w wielu réznych aplikacjach.

Jednak w przypadku najgorszym podstawowa wersja algorytmu dziata w czasie ©(n?)!!
Przyczyna tego zachowania kryje sie w kluczowym dla algorytmu pomysle, by podzielic
sortowang tablice na dwie czesci: elementdw mniejszych i wiekszych, i zaczac od
wyboru elementu rozdzielajacego (ang. pivot). Gdy ten element zostanie wybrany
nieszczesliwie, i np. podzieli tablice z milionem elementéw w ten sposob, ze w czesci
mniejszej znajdzie sie tylko kilka elementow, a cata reszta w drugiej czesci tablicy,

| nastepnie dalsze podziaty w tym wywotaniu sortowania bed3 réwnie nieszczesliwe, to
czas pracy algorytmu na catej tablicy bedzie ©(n?).

Zatem kluczowa dla tego algorytmu jest metoda wyboru punktu rozdzielajacego.

Z tego wzgledu powstato wiele wersji algorytmu z réznymi metodami jego wyboru. Te
metody maja rézne wtasnosci, jednak zadna nie przenosi algorytmu do klasy O(n logn)
w przypadku najgorszym. Stabilno$¢ algorytmu zalezy od tej metody, ale dla wiekszosci
z nich algorytm jest niestabilny.

Algorytmy sortowania — quicksort 17



Quicksort — podstawowy algorytm

Quicksort jest kolejnym przypadkiem algorytmu typu dziel-i-rzadz. Idea dziatania
polega na tym, by podzieli¢ tablice na elementy ,,mniejsze” od pewnej wybrane;
wartosci (pivot) i przenies¢ je do poczatkowej czesci tablicy, oraz elementy ,wieksze",
ktére znajda sie w koncowej czesci tablicy. Nastepnie obie czesci s3 rekurencyjnie
sortowane. A poniewaz znajdujg sie juz w ,swoich” zakresach docelowej tablicy, to tych
posortowanych czesci nie trzeba juz taczyC¢, w odréznieniu od sortowania przez scalanie.
Zatem na tym dziafanie algorytmu sie konczy, poniewaz cata tablica jest posortowana.

QUICKSORT (A, p,r)

1 ifp<r

// Partition the subarray around the pivot, which ends up in Alq].
q = PARTITION(A, p, 1)

QUICKSORT(A, p,q — 1) // recursively sort the low side
QUICKSORT(A,q+ 1,7) // recursively sort the high side

clr BN

Jak wspomnieliSmy wczesniej, i co wida¢ w postaci algorytmu, cata tajemnica dziatania
algorytmu kryje sie w procedurze PARTITION.
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Procedura musi wybra¢ punkt podziatu, oraz poprzenosi¢ elementy wieksze od niego
na koniec tablicy, a mniejsze na poczatek. Ta wersja nie podejmuje problemu
,dobrego” wyboru elementu rozdzielajgcego, i wykorzystuje w tej roli element ostatni.

|dee dziatania algorytmu PARTITION ilustruje ponizszy rysunek, ktory mozna zarazem

traktowac jako warunek niezmiennika petli algorytmu:

p l J r
X

<X > X unknown

PARTITION(A, p, 1)

1 x = Alr] // the pivot

2 1=p—1 // highest index into the low side

3 forj=ptor—1 /| process each element other than the pivot
4 if Alj] <=z // does this element belong on the low side?
5 i=041 // index of a new slot in the low side

6 exchange Ali] with A[j] / put this element there

7 exchange Ali + 1] with A[r] / pivot goes just to the right of the low side
8 returni+1 // new index of the pivot

Algorytmy sortowania — quicksort
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Quicksort — wybor elementu rozdzielajacego

Wybor elementu rozdzielajgcego (pivot) jest krytyczny dla efektywnosci algorytmu,
poniewaz to on decyduje, czy jego czas dziatania bedzie sie utrzymywat w ,,normie”,
czyli zgodnie ze Srednia, czy tez bedzie sie degenerowat.

Dla zbiorow danych losowych, arbitralny wybdr pivot, na przyktad taki jak
w przedstawionej wyzej wersji procedury PARTITION da wynik $redni, czyli pozadany.

Jednak juz, na przyktad, dla zbioru wartosci identycznych, algorytm sie zdegeneruje.
Podobnie bedzie dla zbioru juz posortowanego, obojetnie rosngco, czy malejaco.

Najlepsza sytuacja dla algorytmu bytoby wybieranie elementu réwnego medianie
zbioru wartosci, czyli wartosci dzielacej zbiér na dwie réwne (lub prawie) czesci.
Dlatego czesto stosowane implementacje procedury PARTITION, w celu zwiekszenia
szansy na ,trafienie” w taki element pivot, stosujg wyrafinowane heurystyki
(zgadywanie) tego wyboru, jak na przyktad srodkowa wartos¢ z elementéw:
pierwszego, ostatniego, i sSrodkowego, tablicy, a ponadto elementy randomizacji
(losowosci). Dodatkowo, specjalne procedury wyboru stosowane s3 dla ustrzezenia sie
przed degeneracja w przypadku wszystkich rownych elementow.
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Krotkie podsumowanie — pytania sprawdzajgce

1. Wzorujac sie na rysunku 2.4 z podrecznika CLRS przedstaw dziatanie algorytmu
MERGE-SORT na sekwencji (3,41, 52,26, 38,57,9,49).

2. Jaka jest minimalna i jaka maksymalna liczba elementéw, jakie moga byc zapisane
w kopcu o wysokosci h (zawierajacego h pozioméw)?

3. Czy tablica liczb posortowanych malejaco jest zawsze kopcem?

4. Wzorujac sie na rysunkach z przyktadu na stronie |10, przedstaw dziatanie procedury
MAX-HEAPIFY na tablicy A = {27,17,3,16,13,10,1,5,7,12,4,8,9,0}.

5. Wzorujac sie na rysunkach z przyktadu na stronie |12, przedstaw dziatanie procedury
BUILD-MAX-HEAP na tablicy A = {5,3,17,10,84,19,6,22 9}.

6. Wzorujac sie na rysunkach z przyktadu na stronie [15| przedstaw dziatanie procedury
HEAPSORT na tablicy A = {5,13,2,25,7,17,20,8,4}.

7. Wzorujac sie na rysunkach z przykfadu na stronie [15| przedstaw dziatanie procedury
PARTITION na tablicy A ={13,19,9,5,12,8,7,4,21,2,6,11}.
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